ОПЕЧАТКИ

1. Стр. 11. Последний абзац. Решительно встав на этот нелегкий путь, мы уже не имеем права ничего не принимать на веру
2. Стр. 30. Схема этажа 2. Единообразие: все заголовки либо в единственном, либо в множественном числе.

3. Стр. 50. 
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4. Стр. 50. Матрица А. Последняя строка:  1110
5. Стр. Рис. 2.27. На последнем рисунке Х и У поменять местами (см. англ)
6. Комнаты 3.1 и 3.2. Всюду вместо Card X  писать [X]

7. Стр. 104. Замечание 3.58
8. Стр.  Рис. 3.2. Орбита планет для солнца.
9. Стр. 108. Рис. 3.16. Заголовок: умножение рациональных
10. Перед замечанием 3.62 пропущено слово «при»

Определение 3.8. Перед формулой пропущено: «
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11. Стр. 113. Замечание 3.79. Опечатка
12. Стр. 116. Перепутано «наибольший» и «наименьший» (внизу)
13. Стр. 135. Первый абзац – шрифтом 9.
14. Стр. 143. После Зам. 4А.3. "Оно обладает"
15. Стр. 148. Замечание 4А 19. Пятый этаж вместо шестого.

16. Стр. 155. Пример 4А.6. Максимальными элементами будут круги, касающиеся двух сторон.

17. Стр. 241. Последний символ в последней формуле

18. Стр. 248. Не специализированные, а специальные
19. Стр. 269. Пример 4С10. Предельная точка, а не точка прикосновения

20. Стр. 315. Предпоследняя фраза. Не «их количественной оценки», а «количественной оценки их размеров».

21. Стр. 319. Таблица. Последняя строка лишняя.

22. Стр. 372. Шрифт – не мелкий между замечаниями (или замечание)
23. Стр. 392. Р – аксиомы полугруппы
24. Блок 4Е. Пример 4Е.1. Линейно упорядоченное множество, а не пространство
СТРУКТУРА книги
1. 4А3-5. Специальные упорядоченные множества.

2. 4В. Подсекция 1. Возможно, полугруппы объединить с группоидами, но не обязательно.

3. 4В. Подсекция 1. Множества с одной бинарной операцией.

4. 4В. Подсекция 2-3.  Множества с двумя бинарными операциями (кольца, решетки).

5. 4В. Секция II. Линейные пространства (+модули), алгебры – без подсекций.

6. 4D. Убрать секции.

7. 4D. Измеримые функции можно объединить с интегрированием.

8. Е1. Согласование структур (отдельная комната)

9. Е2. Топологические группы 
10. Е4-5. ЛНП и БП можно объединить

ДОПОЛНЕНИЯ
Введение
1. Преподавание математики (0 введение замечание)
В результате обсуждения с некоторыми читателями предшествующих изданий данной книги автор посчитал желательным обозначить свою позицию по поводу возможности преподавания математики строго логическим путем (от более простых понятий к более сложным) в стиле Бурбаки или данной книги. На первый взгляд, это может показаться весьма заманчивым, поскольку абсолютно все необходимые объекты здесь вводятся постепенно по мере изложения материала. Однако, как мне кажется, это далеко не лучший путь. Более эффективным представляется классический способ обучения, базирующийся на интуитивно доступных и наглядных числовых и геометрических образах. Тем самым неподготовленный учащийся в большей степени сохранял бы какой-то личный интерес к излагаемому материалу. А уж переход к логически стройным абстракциям будет иметь смысл, когда он уже наберет какой-то объем знаний, обретен определенную математическую культуру и начнет испытывать интерес и потребность в наведении порядка в имеющихся разрозненных фактах.

2. Соотношение с Бурбаки (0 введение)
Более прописать принципиальное отличие от Бурбаки при заимствовании их термина
3. Отсутствие литературных источников (0 введение замечание)
Автору приходилось объяснять читателям предшествующих изданий книги своё принципиальное нежелание делать какие-либо ссылки и приводить литературный обзор. И дело здесь не только и не столько в том, что в силу широты охвата материала любой сколь угодно большой список литературы окажется ничтожно малым и абсолютно не полным. Просто, если автор попытается сослаться на какие-либо источники при описании некоторых объектов или утверждений, то это будет означать его претензии на приоритет всюду, где таковые ссылки отсутствуют. Однако в данной книге автор выступает не как исследователь-творец, а как писатель, интерпретатор, методист. Если не считать незначительного количества мало содержательных примеров, автор несет личную ответственность лишь за отбор материала и стиль изложения, ни в коей мере не претендуя на научную новизну в чем бы то ни было. А в этих условиях для читателя, как нам кажется, не столь уж важно, кто первым высказал ту или иную мысль, изложенную в данной книге. При необходимости можно обратиться к специальной литературе и получить убедительные ответы на подобные вопросы.  

4. Вверх или вниз? (0 введение замечание)
При иллюстрации схемы изложения материала надо было выбрать направление движения от более общих абстрактных понятий к более конкретным. В связи с устоявшимся термином «Основания математики» и учитывая используемую в данной книге «архитектурную» терминологию, мы осуществляем движение снизу вверх (см. приведенную ранее схему Здания). Возможна, естественно, и альтернативная точка зрения, считающая, что строение, неуклонно расширяющееся вверх (по мере продвижения вперед множество вводимых понятий постоянно расширяется), окажется заведомо не устойчивым, а постижение наиболее глубоких математических понятий в большей степени соответствует воспарению вверх человеческого духа. Однако полномасштабная достройка здания, по-видимому, происходит все-таки где-то вверху. Впрочем, чтение схемы на рис. 7 снизу вверх выглядит как-то не очень естественным. Но всё это, естественно, не столь уж важно.  
Доказательства. Знающий не доказывает, доказывающий не знает. Дао дэ Дзин
Числа
1. Концепция всего раздела. Можно делать структуру: кардинальные, т.е. мощности (как есть), алгебраические (решения, как есть, алгебраические просто в виде замечания), порядковые (кроме действительных еще и нестандартные числа с упоминанием порядковых типов), топологические (снова действительные и дополнительно р-адические), векторные (как есть).
2. Эпиграф: В мире все вещи рождаются в бытии, а бытие рождается в небытии: Дао дэ Дзин

3. Замечание. При определении натуральных чисел надо знать, что для любого множества существует элемент, ему не принадлежащий. Это опирается на теорему Кантора о том, что мощность булеана больше мощности множества. Значит, для любого множества можно установить взаимно однозначное соответствие между ним и одноэлементными подмножествами булеана. Тогда любому другому элементу булеана ничего в данном множестве не соответствует. Этот объект можно выбрать в качестве элемента, данному множеству не принадлежащего.

4. Стр. 83. После замечания 3.18 (как замечание). Для иллюстрации свойств бесконечного множества отметим пример, называемый отелем Гильберта. Предположим, что имеется отель, содержащий бесконечное множество номеров, причем все номера оказываются занятыми к моменту прибытия нового посетителя. В этих условиях администратор отеля предлагает всем своим жильцам переселиться в соседний номер (из k-ого номера в номер k+1). В результате освобождается необходимое место. Тем временем прибывают еще n клиентов. Тогда администратор предлагает жильцам переселиться из k-ого номера в номер k+n, освободив тем самым нужные n номеров. В следующий раз прибывает сразу бесконечное (счетное) множество посетителей. Но и в этом случае администратор находит выход из положения, попросив каждого жильца из k-ого номера переселиться в номер 2k, в результате чего появляется возможность благополучного поселения всех вновь прибывших гостей.
5. Лейбниц: единицы достаточно, чтобы вывести всё из нечего.   

6. Стр. 80. Перед замечанием 7. Что общего между положительными числами меньше нуля, квадратными треугольниками и слонами на Марсе? Их – нуль. Что общего между количеством голов у человека, количеством звезд солнечной системы и количеством глав данного государства? Их – один.

7. Замечание. Откуда следует, что для каждого множества есть элемент, ему не принадлежащий? Согласно теореме Кантора мощность любого множества меньше мощности его булеана. Таким образом, для любого множества в его булеане наверняка найдется элемент, не принадлежащий рассматриваемому множеству.
8. Натуральные числа и нуль. В принципе, можно было бы располагать число нуль и натуральные числа в одной комнате с названием "мощности конечных множеств". Фактически это эквивалентно признанию нуля натуральным числом.
9. Натуральные числа. Выход на актуальную бесконечность и ее смысл
10. Натуральные числа. Существует "физическое" и "математическое" числа, подобно физическому и математическому пространству. Все "математические" числа равноправны в том смысле, что для них добавление единицы существенно (определение конечности). С другой стороны, добавление единицы к "очень большому физическому" числу фактически его не меняет, т.е. указанное число фактически соответствует физической бесконечности.
11. Натуральные числа. Вместо 
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 надо бы использовать обозначение 
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12. Целые числа. Неконструктивность определение посредством решений уравнения и конструктивность посредством классов эквивалентных пар.
13. Стр. 86. Замечание после 21. Не всякий математический результат, формулируемый в рамках исключительно теории натуральных чисел, может быть установлен средствами этой теории. Так, теорема Ферма или понятие распределения простых чисел в полной степени формулируются в понятиях элементарной арифметики натуральных чисел, но не могут быть обоснованы средствами этой теории. С другой стороны, доказательство теоремы Евклида о бесконечности множества простых чисел не требует дополнительного аппарата. Аналогичная ситуация встречается и в других разделах математики (см., например, стр. 129, замечание после 105).
14. Стр. 86. Самый конец. В заключении отметим, что широкомасштабное внедрение современных информационных технологий заставляет с большим уважением относится к натуральным числам. Действительно, любой текст, изображение, звук и т.д. могут быть записаны посредством чисел. Тем самым любой информационной структуре, в принципе, можно сопоставить какое-то конкретное (как правило, чрезвычайно большое) натуральное число.

15. Стр. 96. Замечание после 44. Дадим немного иной способ расширения множества натуральных чисел до целых. Пусть В есть оператор вычитания единицы, определенный на множестве 
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 натуральных чисел. Очевидно, справедливо строгое вложение 
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 где 
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 есть множество неотрицательных целых чисел. Распространяя оператор В с множества 
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 мы получаем еще более широкое множество 
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 целых чисел, которые больше или равны -1. Продолжая этот процесс неограниченно долго, мы в конце концов замыкаем множество 
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относительно вычитания единицы, т.е. получаем столь широкое множество 
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, что справедливо равенство 
[image: image13.wmf]().

B

=

¢¢

 В итоге получается множество целых чисел, для любого элемента которого при вычитании единицы получается непременно целое число, т.е. объект той же природы. Аналогичная процедура встречается и в других разделах математики. Как известно, в процессе дифференцирования свойства функции ухудшаются. Так, если А есть оператор дифференцирования, определенный на множестве С2 дважды непрерывно дифференцируемых функций, то справедливо строгое вложение 
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 где 
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 есть множество непрерывно дифференцируемых функций. По аналогии можно распространить оператор дифференцирования с множества С2 на 
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 в результате чего получается еще более широкое множество 
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 непрерывных функций. Распространяя на него оператор А, приходим к еще более широкому множеству 
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, допускающих разрывы 1 рода. Продолжая этот процесс неограниченно долго, мы в конце концов замыкаем множество С2 относительно дифференцирования, т.е. получаем столь широкое множество 
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 В результате получается множество обобщенных функций, для любого элемента которого при дифференцировании получается непременно обобщенная функция, т.е. объект той же природы.
16. Целые. После неконструктивного определения как есть дать конструктивное определение с факторизацией к духе Кириллова, выводя оттуда всю теорию.  
17. Рациональные и целые числа как классы эквивалентности. Это решения. А разные уравнения дают одни и те же решения
18. Рациональные числа и порядок там. Пример Гельфанда на сравнение дробей. Что лучше две бутылки водки на троих или три на пятерых.

19. р-адические числа как решения мультипликативного уравнения с параметрами из кольца целых р-адических чисел.

20. Стр. 113. Перед замечанием 78. Фраза о счетности множества алгебраических чисел выносится из замечания в основной текст. 
21. Стр. 113. Замечание после 78. Любопытно, что наиболее простой оказывается теория алгебраических уравнений на множестве комплексных чисел: алгебраическое уравнение здесь в соответствии с основной теоремой алгебры всегда разрешимо. Более трудной оказывается проблема разрешимости алгебраических уравнений на множестве действительных чисел. Однако несравненно более сложной будет проблема разрешимости алгебраических уравнений в целых числах, что соответствует теории диофантовых уравнений.
22. Стр. 113. Замечание после 78 (после предыдущего). Еще один способ расширения множества чисел связан с основной теоремой арифметики. Согласно этому утверждению любое натуральное число можно однозначно разложить в произведение простых чисел. Среди алгебраических чисел выделяются целые алгебраические числа, у которых коэффициентами соответствующего уравнения являются обычные целые числа. Таковыми, к примеру, оказываются числа 
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[image: image22.wmf]15

i

-

, являющиеся корнями алгебраического уравнения 
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. Для целых алгебраических чисел основная теорема арифметики уже не работает. В частности, нарушается требование однозначности разложения числа на сомножители. К примеру, для числа 6 допустимы следующие качественно разные представления:
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Идея определения идеальных чисел вполне естественна. Вот имеем мы два, казалось бы, различных разложения натурального числа, например,
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Это возможно в силу того, что соответствующие сомножители не являются простыми числами. В действительности же справедливо равенство 
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. В этой связи множество целых алгебраических чисел пополняется так называемыми идеальными числами с целью восстановления однозначности разложения. Так, для описанного выше разложения числа 6 можно ввести идеальные числа 
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 так, чтобы соответствующие сомножители удовлетворяли равенствам (здесь раскрыть числа, см. История)
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Очевидно, в результате будут выполнены соотношения
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и однозначность разложения числа 6 устанавливается. В сущности, данное определение укладываются в общую схему определения чисел. Вот не имело аддитивное уравнение 
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 решение на множестве натуральных чисел, а квадратное уравнение 
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 на множестве действительных чисел. Тогда мы расширяем исходный класс объектов  путем искусственного введения новых величин – отрицательного числа -1 и мнимого числа i соответственно. На исходном множестве натуральных (соответственно, действительных) чисел аддитивное (соответственно, квадратное) уравнение, вообще говоря, не имеет решения. Однако на получаемом в результате расширения множестве целых (соответственно, комплексных) чисел аддитивное (соответственно, квадратное) уравнение всегда имеет решение. Точно также на исходном множестве целых алгебраических чисел основная теорема арифметики, вообще говоря, не работала. Однако после пополнения его идеальными числами однозначность разложения на простые сомножители была восстановлена. 

23. Стр. 117. Перед последней фразой. Как сказал Гаусс, "мы должны со всей покорностью признать, что число есть не что иное, как продукт нашего мышления".

24. Замечание 3.88 (добавка). Можно взглянуть на сечение с двух позиций. Это два «соприкасающихся» множества. Но это и «точка соприкосновения». На уровне рациональных чисел изоморфизм очевиден. Он переносится на общий случай.
25. Сечения: по образцу секвенциальных моделей 

26. Действительные числа и нестандартный анализ. Выход на сечения без аксиомы Архимеда. Еще один способ расширения множества действительных чисел связан с понятием нестандартных чисел, в частности, таких математических объектов, которые, будучи отличными от нуля, оказываются, тем не менее, меньше по модулю любого положительного числа. В рамках такого расширения под нестандартным бесконечно малым числом понимается, к примеру, не процесс неограниченного дробления отрезка, а реально существующий математический объект. Элементы такого расширения можно сравнивать по величине и проводить над ними арифметические операции. Результатом деления обычного числа на бесконечно малое оказывается нестандартное бесконечно большое число. Для каждого стандартного действительного числа существует окрестность бесконечно близких нестандартных чисел. Свойства нестандартных чисел и связанных с ними математических объектов исследуются в рамках нестандартного анализа.

27. Типичность свойств действительных чисел. Свойство типично, если оно выполняется почти всюду (с упоминанием меры). Значит, индивидуальными свойствами обладают ничтожно малый класс чисел нулевой меры. Отсюда выход на метрическую теорию чисел.
28. Действительные числа: архимедово поле с критерием Коши: операции, порядок, метрика – смешанная структура

29. Стр. 121. Замечание после 93. Определение континуума не конструктивно, поскольку несчетность множества действительных чисел доказывается методом от противного. В этой связи в рамках интуиционизма такое доказательство не признается корректным.
30. Стр. 121. Замечание после диагонализации Кантора. Может создаться впечатление, что, натолкнувшись на некое действительное число х, отсутствующее в выбранном изначально счетном списке действительных чисел, мы можем выправить положение, дополнив этот список числом х. Для этого достаточно, к примеру, поместить это число в начале списка. Новый список остается счетным множеством и содержит число х. Однако к расширенному списку можно вновь применить ту же процедуру, построив такое новое действительное число у, принадлежащее единичному отрезку, не входящее уже в расширенный список. Можно, конечно, вновь расширить рассматриваемый список, включив в него еще и число у. В результате получается счетное множество, непременно содержащее число у. Однако и к нему можно применить описанную процедуру с построением нового объекта z, оставшегося за пределами дважды расширенного счетного множества. Очевидно, этот процесс можно продолжить далее многократно. Тем самым с процессе подобного расширения мы все равно не исчерпаем всё множества действительных чисел единичного отрезка. 
31. Стр. 121. После предыдущего. Процесс диагонализации Кантора имеет компьютерную интерпретацию. Действительно, компьютерная программа работает дискретно. На каждом шаге алгоритма реализуется некоторая элементарная процедура. Число возможных элементарных процедур конечно, однако число шагов может быть бесконечным (например, если программа циклит). Таким образом, множество компьютерных программ бесконечно. Если  оно является счетным, то его элементы (программы) можно пронумеровать. Таким образом, получаем счетное множество 
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 различных реализаций программ. Построим некоторую программу р, которая действует следующим образом. На первом шаге алгоритма выполняется любое действие, отличное от первого шага программы 
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. Тем самым программа р отлична от 
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. На втором шаге программа р выполняет любое действие, отличное от второго действия в программе 
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, а значит, р отлична от 
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. На n-ом шаге программа р выполняет любое действие, отличное от n-ого действия в программе 
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, а значит, р отлична от 
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. Следовательно, программа р не содержится в списке 
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, который согласно предположению содержит полный набор практически реализуемых программ. Таким образом, множество различных компьютерных программ (или алгоритмов) не счетно.

32. Вычислимые числа. Нормальные числа. Как замечания

33. Стр. 129. Перед замечанием 103 (как замечание). Коль скоро столь разные объекты, как отрезок и квадрат оказываются одинаковыми в смысле данного классификационного признака, то признак этот – весьма грубый. В дальнейшем, при рассмотрении множеств, наделенных структурами, будут определены более сильные классификационные признаки, позволяющие различать рассматриваемые объекты.

34. Стр. 129. Замечание после 105. Основная теорема алгебры характеризует свойства соответствующих уравнений, а значит, является алгебраическим утверждением. Тем не менее, для него отсутствует чисто алгебраическое доказательство. Дело в том, что в его формулировке фигурирует множество комплексных чисел мощности континуум. Тем самым, выходя за рамки алгебраического класса чисел, основная теорема алгебра не может быть чисто алгебраическим результатом. 
35. Фактически все рассматриваемые в дальнейшем математические объекты можно понимать, как обобщенные числа. 

36. р-адические числа. Действительные числа можно получать как пределу последовательностей рациональных чисел. Если по другому понимать сходимость, то можно получить другой тип расширения рациональных чисел. Ссылка на Топологию и пополнения.
37. Натуральные числа (3 числа, рекуррентное определение)
Переход от предыдущего числа к последующему. Есть число n – мощность множества Х. Строится множество 
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. Тогда последующее число есть мощность Y.

38. Обратные процедуры (3 числа, замечание после введения процедуры деления; вариант – алгебра после введения обратного элемента)
В определении аддитивного уравнения решающую роль играет операция сложения. Вполне естественно, что в формуле, выражающей зависимость его решения от параметров уравнения, присутствует операция вычитания, обратная к сложению. Аналогично, в определении мультипликативного уравнения присутствует операция умножения, а его решение получается посредством операции деления, обратного к умножению. Точно также, основу квадратного уравнении составляет процедура возведения в квадрат, вследствие чего вполне понятно, что для нахождения корня уравнения требуется выполнить извлечение квадратного корня, т.е. действие обратное к возведению в квадрат. Но вот для общего алгебраического уравнения пятой определяющую роль играет возведение в пятую степень. Однако для нахождения решения уравнения процедуры извлечения корня пятой степени оказывается уже не достаточно.
39. Комплексные числа. Матричная интерпретация (виде замечания)
40. Комплексные числа. К доказательству равномощности R добавить, что, строго говоря, надо еще учитывать двузначность разложения: 0.999999… и 1.000000…
41. Комплексные числа – алгебраическое замыкание действительных чисел, алгебраические числа – алгебраическое замыкание рациональных чисел.
42. Концовочные рассуждения. Все математические объекты – обобщенные числа. От натуральных чисел и порядкового определения действительных получаются порядковые объекты, из алгебраических чисел – алгебраические, из метрических чисел – метрические и топологические, из рассуждений о типичности свойств действительных чисел – измеримые. 
Порядок

43. Концепция раздела. Три комнаты: квазиупорядоченные, упорядоченные, специальные упорядоченные, причем каждый раздел, а в последнем случае – и части раздела начинать с числового примера.
44. Стр. 129. Второй абзац. Как уже отмечалось ранее, нам предстоит иметь дело с множествами, элементами и свойствами. До сих пор мы рассматривали либо множества общего вида, не связанные с какими-либо свойствами, либо с числами, наделенными разнообразными свойствами, являющимися конкретными множествами. Четвертый основной этаж здания Математики заселен абстрактными множествами, обладающими некоторыми особыми свойствами. И далее по тексту.
45. Самое начало. Раскрыть мысль: уже введение натуральных чисел осуществлялось рекуррентно: последующее натуральное число определялось на основе предыдущего. Тем самым задавалось «предшествование» и «упорядочение». 

46. Стр. 138. Можно укрупнить блок, сократив его до трех комнат. Последние три комнаты в виду малости информации можно объединить в комнату «специальные упорядоченные множества». Это сблизит структуру данного блока с топологическим. На схеме блока можно отразить три части комнаты, а можно и не отражать.
47. Стр. 141. Замечание перед 1. Используются также термины предпорядок и предупорядоченное множество. 
48. Стр. 141. Концовка. тривиальное квазиупорядоченное множество 
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 где Х – произвольное множество (см. рис. 4А.6); антитривиальное квазиупорядоченное множество 
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 где Х – произвольное множество, а условие 
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 выполняется для произвольной пары его элементов (см. рис. 4А.7).
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Рис. 4А. Антитривиальное квазиупорядоченное множество.
49. Стр. 143. Замечание 4А.4. Последние два примера говорят о том, что любое множество, в принципе, можно упорядочить.

50. Стр. 143. Замечание после А.4. Ранее отмечалось, что соответствие (а квазипорядок относится к числу соответствий) может быть задан в виде графа, вершинами которого в данном случае являются элементы носителя квазипорядка, а дуга, соединяющая вершины х и у означает, что указанные элементы находятся в заданном соответствии, т.е. элемент х предшествует у. В частности, квазипорядки на рис. 4А.2, 4А.3, 4А.6, 4А.7 характеризуются графами. Другой формой задания соответствия является матрица. В частности, в табл. 4А. изображены матрицы тривиального и антитривиального квазиупорядоченных множеств с носителем 
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 причем символ + в данной клетке означает, что число в соответствующем столбце находится в указанном отношении с числом в соответствующей строке.
Табл. 4А. Тривиальные квазипорядки на множестве 
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51. Стр. 143. Замечание 4А.5 преобразуется в основной текст. На произвольном множестве мы задали два квазипорядка – тривиальный и антитривиальный. Множество натуральных чисел было упорядочено по делимости и по невозрастанию элементов. Таким образом, на одном и том же носителе могут быть определены несколько различных квазипорядков.
52. Стр. 143. Замечание после предшествующего текста. В последствии мы убедимся, что аналогичное свойства характерно и для других типов структур. Мы скоро убедимся в том, что различные квазиупорядоченные множества с одним и тем же носителем могут существенно различаться по своим свойствам. 
53. Стр. 143. После предшествующего замечания. Пусть заданы квазипорядки 
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 и 
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 на одном и том же носителе Х. Если условие  
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 выполнено всякий раз, когда выполняется условие то 
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 первый квазипорядок считается сильнее, а второй слабее. Так, упорядочение множеств по вложению является более сильным, чем по невозрастанию мощности, а упорядочение натуральных чисел по невозрастанию элементом – сильнее, чем по делимости. Трививальный квазипорядок оказывается самым слабым среди всевозможных квазипорядков, которые могут быть определены на данном носителе, а антитривиальный квазипорядок – самым сильным. 
54. Стр. 143. Замечание после предшествующего текста. Множество квазипорядков, которые определены на одном и том же носителе, само является квазиупорядоченным множеством с отношением "слабее" (или "сильнее"). В действительности, семейство квазиупорядоченных множеств на одном носителе образует даже упорядоченное множество (см. последующая комната). При этом тривиальный квазипорядок оказывается его наименьшим элементом, а антитривиальный квазипорядок – наибольшим элементом.  Похожие свойства характерны и для топологической структуры (см. блок С). 

55. Стр. 143. Замечание после предшествующего текста. Как сильнейший, так и слабейший квазипорядки мало содержательны. В первом случае слишком много элементов (все!) оказываются связанными данным отношением, а во втором случае таковых слишком мало (только равные элементы).

56. Стр. 143. Замечание после предшествующего текста. Квазипорядок, будучи отношением, является подмножеством квадрата данного множества. Таким образом, более слабый порядок оказывается подмножеством более сильного порядка. В частности, в табл. 4А. показаны отношения порядка по невозрастанию и по делимости на числовом множестве 
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 Естественно, оба они сильнее тривиального квазипорядка, но слабее антитривиального (см. табл. 4А).

Табл. 4А. Квазипорядки на множестве 
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57. Стр. 143. Абзац перед определением 2. Нам хотелось бы иметь некоторый запас квазиупорядоченных множеств. Ранее были определены некоторые способы построения новых множеств, исходя из уже имеющихся: переход к подмножеству, построения произведения множеств и т.д. В этой связи представляется естественным попытаться наделить указанные конструкции имеющейся структурой исходных множеств, в частности, квазипорядком. Для этого сначала строится новое множество по известным ранее схемам, а потом на построенный объект распространяется данная структура. 
58. КУМ. Двойственность. Двойственным к тривиальному КУМ будет оно же. Двойственным к антитривиальному КУМ будет оно же.
59. Стр. 143. Замечание после предшествующего материала. Аналогичным приемом мы будем пользоваться в дальнейшем и при описании других типов структур.

60. Стр. 143. Общий текст непосредственно перед определением 2. Простейший способ построения нового квазиупорядоченного множества на основе уже имеющегося связан с изменением порядка элементов множества, находящихся в данном отношении. 
61. Стр. 144. Замечание после определения 2. Используются также термины дуальный квазипорядок и дуальное квазиупорядоченное множество.

62. Стр. 144. Замечание перед 7. При переходе от данного квазиупорядоченному множества к двойственному множеству соответствующий граф меняется на двойственный (в нем вершины остаются теми же, а все стрелки меняются на противоположные), а соответствующая матрица – на транспонированную матрицу. Собственно, это следует из того, что квазипорядок, будучи отношением, сохраняет установленные ранее свойства двойственности соответствий (см. этаж 2). 
63. Стр. 144. Перед определением 3. Последняя фраза. Очевидно, тривиальное и антитривиальное квазиупорядоченные множества самодвойственны в том смысле, что соответствующие двойственные квазипорядки совпадают с исходными (см. табл. 4А. ). 

64. Стр. 145. Расположение материала: 2 абзац, Замечание 9, 5 абзац (здесь убрать сокращенную запись), замечание 11. Замечание 8 – убрать.
65. Стр. 145. После замечания 11. Запись 
[image: image53.wmf]XY
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 характеризует соотношения между множествами без захвата их структуры. Вложение 
[image: image54.wmf](,)(,)
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 подчеркивает захват структуры. Иногда выражение 
[image: image55.wmf]XY
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 используют как сокращенную форму записи вложения квазиупорядоченных подмножеств. Однако в таких случаях следует соблюдать осторожность. В частности, отношение 
[image: image56.wmf](N,)(,|)
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 не верно, хотя есть вложение носителей. В частности, для натуральных чисел выполнено отношение 
[image: image57.wmf]23
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, хотя 3 не кратно 2.

66. Стр. 145. После предшествующего замечания. Можно расширить понятие квазиупорядоченного подмножество, считая выполнение 
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. В частности, 
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 является упорядоченным подмножеством 
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 а совокупность всех множеств, упорядоченных по вложению, будет квазиупорядоченным подмножеством того же множества, упорядоченного по невозрастанию мощностей. Характерно, что в этих случаях носитель одного объекта является несобственным подмножеством носителя другого объекта (т.е. эти множества совпадают), хотя один объект является собственным подобъектом другого объекта. Это означает, что объекты различаются структурами, но не носителями.

67. Стр. 145. Абзац перед определением 4. Следующий способ построения квазиупорядоченных множеств основан на переносе квазипорядка на произведение носителей квазиупорядоченных множеств. Далее – по тексту.
68. Стр. 146. После замечания 12. Для обозначения произведения квазиупорядоченных множеств 
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 В частности, рассмотренное ранее квазиупорядоченное множество 
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 является произведением множества 
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 на себя (см. рис. 4А).
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Рис. 4А. Квазипорядок на произведении множеств.
69. Стр. 146. Замечание 14 убрать.
70. Стр. 146. Вместо замечания 14. Переместить сюда текст, начиная с последнего абзаца на стр. 158 и кончая замечанием 4А.48. В процессе переноса всюду заменить квазипорядок на порядок.

71. Стр. 146. Текст после замечания 14 до замечания 15 включительно переместить на стр. 149 после замечания 24.
72. Стр. 148. Добавить второй фразой абзаца после определения 6. Любые два тривиальных или антитривиальных квазиупорядоченных множества изоморфны тогда и только тогда, когда их носители равномощны.

73. Стр. 148. Замечание после предшествующего текста. Если носители двух квазиупорядоченных множеств связаны биекцией, причем как сам оператор, так и обратный к нему являются антимонотонными, то указанный оператор называют антиизоморфизмом. В частности, таковым оказывается для любого множества 
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 единичный оператор Е. Действительно, из условия 
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 следует, что 
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, а значит, 
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74. Изоморфизм КУМ. Действительные числа и непрерывные функции, упорядоченные в одной точке.
75. Стр. 149. Последний абзац. Мы определили, что такое квазиупорядоченное свойство. В последующих комнатах речь пойдет о квазиупорядоченных множествах, наделенных какими-либо дополнительными свойствами. 
76. Стр. 151. Замечание после определения 7. Используется также термин частично упорядоченное множество.

77. Стр. 153. После первой фразы последующего абзаца. Тривиальное квазиупорядоченное множество является упорядоченным. Однако антитривиальное квазиупорядоченное множество, состоящее более чем из одного элемента, не упорядочено. Действительно, одновременное выполнение условий 
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 для него в силу антисимметричности приводит к равенству 
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. Определенные ранее числовые множества являются упорядоченными по неубыванию элементов. Далее – имеющийся текст кроме второй фразы.
78. Стр. 153. После замечания 31. Множество порядков (квазипорядков), определенных на одном и том же носителе, само является упорядоченным множеством. 
79. Стр. 153. После предшествующего замечания. Как и в случае квазипорядка можно сравнивать порядки, определенные на одном и том же носителе. При этом тривиальное отношение равенства остается слабейшим порядком. Однако в виду того, что антитривиальное квазисопряженное множество порядком не является (исключая случай множества, состоящего из одного элемента), сильнейший порядок здесь отсутствует. В частности, уже на множестве, состоящем из двух элементов 
[image: image77.wmf]}
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 можно определить нетривиальный порядок таким образом, что выполнялось условие 
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.  Однако двойственный ему порядок не сильнее и не слабее указанного.
80. УМ. В силу свойства антисимметричности самодвойственный порядок всегда тривиален. Действительно, в самодвойственном упорядоченном множестве условие 
[image: image79.wmf]у
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 выполнено тогда и только тогда, когда справедливо отношение 
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. Однако из этого непременно следует, что 
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81. УМ. Когда говорится, что на УМ подобъект и двойственный объект вводятся так же, как и на КУМ, добавить, что произведение – тоже.
82. УМ. Минимум. Всякое конечное упорядоченное множество обладает как минимальными, так и максимальными элементами. На тривиальном упорядоченном множестве все элементы минимальны и максимальны.

83. УМ. Минимум. В табл. 4А.1 добавить, что минимум и максимум на тривиальном УМ пуст.
84. УМ. Наименьший элемент. Множество квазипорядков, определенных на одном носителе, имеет наименьший элемент – тривиальный квазипорядок, характеризуемый равенством и являющийся слабейшим. Наибольшем элементом здесь является сильнейший квазипорядок, при котором любые два элементы считаются упорядоченными. 
85. УМ. Наименьший элемент. Замечание 4А.36. В КУМ 
[image: image82.wmf](,|)
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 элементы 1 и -1 являются наименьшими, поскольку на них делится без остатка любое целое число. С другой стороны, в силу соотношений 
[image: image83.wmf]1|1
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 ни один из них не может считаться минимальным, обладая предшествующим. 

86. УМ. Связь с теорией экстремума. Наименьший элемент множества как наилучший элемент в задаче минимизации множества. Минимальный элемент – не улучшаемый, точка Парето множества. 
87. УМ. Миноранты и мажоранты. Пример. Миноранты и мажоранты интервала (0,1) с естественным порядком.

88. УМ. Миноранты и мажоранты. Пример. Миноранты и мажоранты множества 
[image: image85.wmf]{2,4,6}
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 с делимостью.
89. УМ. Миноранты и мажоранты. В тривиальном упорядоченном множестве любое множество, состоящее более чем из одного элемента, не имеет минорант и мажорант.
90. УМ. Миноранты и мажоранты. Совокупность всех минорант называется нижним конусом множества, а совокупность всех мажорант – верхним конусом. На рис. Приведен пример верхнего и нижнего конуса круга на евклидовой плоскости с естественным порядком (покомпонентное упорядочение)
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Рис. 4А. Нижний и верхний конусы круга на упорядоченной плоскости.

91. УМ. Интервалы. На числовых множествах с естественным порядком интервалы имеют естественный смысл.

92. УМ. Интервалы. Интервал на плоскости, упорядоченной покомпонетно. Для любых точек 
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 Тем самым указанный интервал представляет собой соответствующий прямоугольник.
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Рис. 4А. Интервал на упорядоченной плоскости.

93. УМ. Выпуклость. Множество М на упорядоченном множестве 
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 является выпуклым, если для любых элементов 
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 удовлетворяющих отношению 
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 справедливо вложение 
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 В частности, любой интервал (конечный или бесконечный, включающий или нет одну или обе границы) на множестве действительных чисел с естественным порядком является выпуклым множеством, а объединение двух непересекающихся интервалов – не выпуклым множеством. Примеры выпуклых и невыпуклых множеств на упорядоченной плоскости приводятся на следующем рисунке.
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Рис. 4А. Выпуклость на упорядоченной плоскости.

94. Выпуклость. В тривиальном упорядоченном множестве отношение 
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 выполняется исключительно при 
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 Таким образом, там имеют смысл лишь тривиальные замкнутые интервалы 
[image: image104.wmf][,],
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 сводящиеся к элементу х. В этой связи любое множество там выпукло. Тривиальность понятия выпуклого множества объясняется тривиальностью порядка.
95. ЛУМ. В классической механике на множестве событий можно ввести отношение линейного порядка (, считая условие 
[image: image105.wmf]xy
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выполненным, если событие х произошло не позднее у. Однако в специальной теории относительности это отношение уже не будет линейным, поскольку в одной системе отсчета первое событие может произойти раньше второго, а в другой – наоборот. 
96. ЛУМ. Лексикографический порядок. Рассматривается множество А всевозможных чисел вида 
[image: image106.wmf](
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 Лексикографическим порядком на А называется такое отношение (, что условие 
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 считается истинным, если либо данные числа совпадают, либо для некоторого номера 
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 Пара 
[image: image114.wmf](

)

,

A

£

 есть линейно упорядоченное множество.
97. ЛУМ. Подобъект. Переход к подобъекту может как усиливать свойства объекта (переход от натуральных с делимостью к степеням с делимостью), так и ослаблять (переход от непрерывности к непрерывной дифференцируемости) 
98. ЛУМ после замечания 59. Линейно упорядоченное множество называется плотным, если для любых двух его элементов х и у, связанных отношением 
[image: image115.wmf],

y

x

<

 найдется такой элемент z, что справедливо условие 
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 Любое счетное плотное линейно упорядоченное множество без наименьшего и наибольшего элементов изоморфна множеству рациональных чисел с естественным порядком.

99. ЛУМ. Минимум. Пример: Многоэкстремальные задачи. Рассматривается некоторое множество Х, на котором определены функционалы 
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 Многоэкстремальная задача состоит в минимизации их всех на указанном множестве. На множестве Х определим порядок, считая соотношение 
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 выполненным, справедливы неравенства 
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 Очевидно, при 
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 рассматриваемое множество не является линейно упорядоченным. Минимальными на 
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 будут такие элементы х, что не существует такого элемента у, отличного от х, который удовлетворяет условию 
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 Последнее соотношение говорит о справедливости неравенств 
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 Указанные минимальные элементы называются точками Парето (более точно, слабыми точками Парето). Они характеризуются тем, что не существует других элементов, значение всех рассматриваемых функционалов на которых оказывается не хуже, чем в данной точке.
100. Характеристика блока упорядоченных объектов (41 порядок, замечание в конце блока)
Упорядоченные объекты составляют чрезвычайно узкий класс в сравнении богатейшим многообразием алгебраических и топологических объектов. В этой связи зачастую их не выделяют в отдельный класс, а объединяют с алгебраическими объектами, рассматривая понятие алгебраической системы – множества, наделенного набором каких-либо операций и отношений.

Алгебра

101. Концепция раздела. Каждый смысловой блок начинать с числовой предыстории. 
102. Группоид. Пример. События с операциями.
103. Группоид. Пример. Операция возведения в степень на множестве натуральных чисел.

104. Группоид. Табл. 4В.1. Дополнительная строка. Двойственные операция и порядок.

105. Группоид. После определения группоида хорошо дать примеры: числа, множества, высказывания.

106.  Группоид. Определение коммутативности можно дать после двойственности, а ассоциативность вообще перевести в следующую комнату.

107. Группоид. Стр. 179. Последние два абзаца перенести вперед после замечания 10. А затем – Рис. 3 (которые меняет очередность с 2).
108. Группоид. Обозначение вложения группоидов 
[image: image124.wmf](,)(,)
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 с примером (числа). 

109. Группоид. Отношение вложения группоидов является порядком. Связь между различными типами структур.
110. Группоид. Обозначение произведения группоидов 
[image: image125.wmf](,)(,)
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111. Группоид. Переход к двойственному группоиду. 
[image: image126.wmf]().
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 Следовательно, единичный оператор – антиизоморфизм. Аналогия с упорядоченным множеством.

112. Группоид. Обратимый гомоморфизм А группоидов является изоморфизмом. Для всех 
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 существуют единственные элементы 
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113. Стр. 184. Определение 8. Изоморфизм группоидов – после образа и прообраза.
114. Стр. 184. Замечание перед последним абзацем. Монотонная биекция не обязательно обладает монотонным обратным оператором. Гомоморфная биекция наверняка обладает гомоморфным обратным оператором.

115. Группоид. Понятия коммутативности и ассоциативности можно ввести в самом конце как свойства группоидов, т.е. после понятия «свойство».
116. Ассоциативность: казнить – нельзя – помиловать 
117. Полугруппа. Если бинарная операция ассоциативна, то противоположная к ней – тоже.

118. Стр. 186. Замечание после примера 1. Любая полугруппа есть гомоморфный образ некоторой свободной полугруппы и изоморфны некоторой полугруппе преобразований. 
119. Стр. 186. Замечание после предыдущего. Двойственные операции к примерам 4В.1 и 4В.2.

120. Стр. 186. Пример после предыдущего. Полугруппа бинарных отношений. Рассматриваются бинарные отношения на непустом множестве Х. Композиция 
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 соответствующих соотношений определяется следующим образом. Включение 
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 означает, что существует такой элемент 
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 (см. рис. Рис. 4В.).
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Рис. 4В. Полугруппа бинарных отношений.
121. Моноид. Подмоноид. Сохранение единицы. N0 и N. 

122. Стр. 189. Замечание 30 перенести после 27.

123. Стр. 189. Замечание 29 преобразуется в обычный текст.

124. Стр. 189. Пример после предшествующего. Для произвольного непустого множества М рассматриваются моноиды 
[image: image137.wmf](
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 Они являются изоморфными, причем соответствующий изоморфизм характеризуется равенством 
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 для любого подмножества х из М. Действительно, справедливы равенства 
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 что соответствует сохранению бинарной операции. Аналогичные соотношения выполнены и для соответствующего обратного оператора.
125. Моноид. Оператор 
[image: image142.wmf]0
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 характеризуемый равенством 
[image: image143.wmf]1,
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 определяет изоморфизм аддитивных полугрупп на соответствующих множествах, но не моноидов. Биекция, охраняющая операцию, непременно переводит единицу в единицу. 
126. Группы. Множество положительных чисел с операцией умножения образует группу.

127. Группы. Рассматривается множество 
[image: image144.wmf]{0,1,2}
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 с операцией, задаваемой таблицей Кэли (аналог таблицы умножения).
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Здесь единицей является число 0, обратным у 0 является 0, а элементы 1 и 2 оказываются взаимно обратными. Данная группа является циклической в том смысле, что все ее элементы могут быть получены в процессе композиции любого ненулевого элемента с самим собой. Так, 2=1(1, 0=1(1(1 и 1=2(2, 0=2(2(2. Мы имеем дело с группой остатков от деления целого числа на 3.
128. Группы. Подстановки можно интерпретировать как переключатели (с рисунком). Пример переключателей: 3 входа – 3 выхода, каждый вход соединен с одним выходом.
129. Группы. Подстановки фактически являются преобразованиями конечных множеств.

130. Группы. Группы симметрий: Определение. Подчеркнуть, что речь идет об обратимых преобразованиях.
131. Группы. Группы симметрий: чем выше порядок группы, тем симметричнее фигура. Пример: простой, равнобедренный и равносторонний треугольники (с рисунком).

132. Группы. Преобразования в механике: преобразование Галилея и Лоренца. 

133. Группы и геометрия. Эрлангенская программа Клейна. Движения и др. Группа движений сохраняет расстояния.
134. Стр. 195. Пример перед определением 14. Свободная группа. Рассматривается некоторое множество Х, называемое алфавитом. Словом в алфавите называется выражение вида 
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 EMBED Equation.3  [image: image147.wmf].
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 Два слова считаются эквивалентными, если одно получается из другого при вставке или вычеркивании выражений вида 
[image: image148.wmf].
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 Множество соответствующих классов эквивалентности называется свободной группой. Здесь операция характеризуется равенством 
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 где выражение uv получается в результате записи слова v после слова u (см. рассмотренную ранее свободную полугруппу).
135. Стр. 195. Замечание после предшествующего. Алфавит, порождающий группу, в определенном смысле может интерпретироваться как ее базис. 

136. Группы. Группа кос как пример. Рассматриваются две горизонтальных пластины, в каждой из которых имеется n крючков. К каждому из крючков привязано ровно по одной нити, соединяющие пластины. Нити могут быть произвольным образом переплетены между собой. Длина нитей значения не имеет. Каждое такое переплетение составляет элемент множества Х и называется косой. Для любых двух кос х и у определим композицию ху следующим образом. Нижняя пластина первой косы совмещается с верхней пластиной второй косы так, что соответствующие крючки совмещаются. После этого совмещенная пластина убирается так, что соответствующие нити обоих пластин оказываются связанными. В результате получается новая коса, которая и выбирается в качестве ху. Нетрудно убедиться, что введенная операция ассоциативна. В качестве единичного элемента здесь выбирается тривиальная коса, в которой все нити не переплетены и располагаются строго вертикально. Очевидно, каждой косу можно сопоставить "противоположно заплетенную", композиция с которой исходной косы дает тривиальную косу. В результате получается группа, называемая группой кос.
137. Группы. Динамическая. Замечание. Подавляющее большинство процессов – не обратимы во времени, подавляющее большинство моноидов – не группы.

138. Группы. Структура группы: 
[image: image150.wmf](;,,)
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139. Группы. Подгруппы. Дана группа 
[image: image151.wmf](;,,)
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 и подмножество Y из X. В ниже следующей таблице рассматриваются аддитивные группы целых чисел и точек на плоскости, где в качестве множества Y выбираются, соответственно, множества целых чисел, кратных 3, и множество точек на прямой 
[image: image152.wmf].
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 Сначала показывается, что в результате композиции любых двух элементом подмножества получается элемент того же подмножества, т.е. число, кратное трем, и точка, лежащая на указанной прямой. Тем самым мы имеем дело с подгруппоидом. Затем отмечается, что данное подмножество оказывается подмоноидом, поскольку единичный элемент принадлежит рассматриваемому подмножеству. В частности, число 0 кратно трем, а начало координат принадлежит данной прямой.  Наконец, элемент, обратный к любому элементу множества Y, должен принадлежать этому же множеству, т.е. мы получаем подгруппу. В частности, любое число, обратное к числу, кратному трем, само делится без остатка на три, а любая точка, противоположная точке на данной прямой, располагается на той же прямой.
140. Группы. Подгруппы. Группы переносов и вращений являются подгруппами группы движений.

141. Группы. Факторгруппы. Замечание. Если Z есть факторгруппа группы X по нормальному делителю Y, то в определенном смысле можно сказать, что она является частным от деления группы X на группу Y, что и служит оправданием записи
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142. Группы. Факторгруппы. В таблице определяется факторгруппа коммутативной группы 
[image: image154.wmf](;,,)
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 по отношению к подгруппе с носителем Y. При этом в качестве примера вновь выбираются аддитивные группы целых чисел и точек на плоскости, а в качестве их подгрупп – множество чисел, кратных трем, и множество Y точек на прямой 
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 Для произвольного элемента 
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 рассматривается смежный класс 
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, примерами которых служат множество целых чисел вида 
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 и множество точек, лежащих на прямой, параллельной прямой Y и проходящей через точку 
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 На множестве Х вводится отношение эквивалентности (, причем условие 
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 предполагает справедливость включения 
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, что означает, что рассматриваемые элементы принадлежат одному и тому же классу смежности. В частности, числа х и у находятся в отношении (,  если их разность кратна трем, а точки 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image165.wmf]22
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 для некоторого числа а. Рассматривается фактормножество 
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 т.е. совокупность всевозможных смежных классов, причем 
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 представляет собой класс эквивалентности 
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 элемента х по отношению (. Композицией классов смежности 
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 будет класс смежности 
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 эквивалентности 
[image: image172.wmf][],

xy

+

 в частности, множество чисел, имеющих тот же остаток от деления на три, что и число 
[image: image173.wmf],

xy

+

 и прямая, проходящая через сумму точек 
[image: image174.wmf]12

(,)

xx

 и 
[image: image175.wmf]12

(,)

yy

 и параллельная прямой Y. Роль единицы играет сама подгруппа Y, т.е. множество чисел, кратных трем, и сама прямая Y.  Обратным элементом к классу смежности 
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 будет класс смежности 
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, определяемый обратным элементом tx, т.е. множество чисел вида 
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 и прямая, проходящая через точку 
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 и параллельную прямой Y. 

	группа
	
[image: image180.wmf](;,,)

Xet

·


	
[image: image181.wmf](;,0,)

+-

Z


	
[image: image182.wmf]2

(R;,0,)

+-


	
[image: image183.wmf](

)

[0,1];,0,

C

+-



	подмножество
	
[image: image184.wmf]YX

Ì


	
[image: image185.wmf]{3|}

Ykk

=Î

Z


	
[image: image186.wmf]{(,)|R}

Yxxx

=Î


	
[image: image187.wmf]{

}

[0,1](0)0

yCy

Î=



	подгруппоид
	
[image: image188.wmf] ,

xyYxyY

·Î"Î


	
[image: image189.wmf]333()

knkn

+=+


	
[image: image190.wmf](,)(,)(,)

xxyyxyxy

+=++


	
[image: image191.wmf]()()()()

xytxtyt

+=+



	подмоноид
	
[image: image192.wmf]eY

Î


	
[image: image193.wmf]030

Y

=×Î


	
[image: image194.wmf]0(0,0)

Y

=Î


	
[image: image195.wmf]()0, 

OtOY

=Î



	подгруппа
	
[image: image196.wmf] 

txYxY

Î"Î


	
[image: image197.wmf](3)(3)

kk

-=-


	
[image: image198.wmf](,)(,)

xxxx

-=--


	
[image: image199.wmf]()()()

xtxtY

-=-Î




	группа
	
[image: image200.wmf](;,,)

Xet

·


	
[image: image201.wmf](;,0,)

+-

Z


	
[image: image202.wmf]2

(R;,0,)

+-


	
[image: image203.wmf](

)

[0,1];,0,

C

+-



	подгруппа
	
[image: image204.wmf]YX

Ì


	
[image: image205.wmf]{3|}

kk

Î

Z


	
[image: image206.wmf]{(,)|R}

aaa

Î


	
[image: image207.wmf]{

}

[0,1](0)0

yCy

Î=



	смежный класс
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	эквивалентность
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	обратный элемент
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Группы. Факторгруппы. Замечание о целесообразности рассмотрения факторгруппы – факторпространства измеримых функций.

143. Стр. 200. Определение 17. Можно разбить гомо и изо. 
144.  Стр. 200. После автоморфизма. Гомоморфизм группы в себя называется эндоморфизмом.
145.  Стр. 200. Замечание после определения. Биективный гомоморфизм групп является изоморфизмом. 
146. Группы. Изоморфизм. Рассмотрим множество всевозможных пар натуральных чисел 
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 Определим на нем эквивалентность (, считая условие 
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 выполненным при условии равенства 
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 Обозначим через 
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 соответствующий класс эквивалентности с представителем 
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 На соответствующем фактор-множестве 
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 Очевидно, эта операция обладает свойствами ассоциативности и коммутативности. Кроме того, существует единичный элемент 
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 поскольку по определению  
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 Отметим, что он состоит из множества всевозможных пар 
[image: image235.wmf][,],
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 поскольку любая пара 
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 эквивалентна 
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 в силу равенства 
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 Наконец, любому элементу 
[image: image239.wmf][,]
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 можно сопоставить элемент 
[image: image240.wmf][,]
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 так, что выполнено условие 
[image: image241.wmf][,][,][,].
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 Однако, последний объект представляет собой класс 
[image: image242.wmf][0,0],

 а значит элемент 
[image: image243.wmf][,]
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 является обратным к 
[image: image244.wmf][,].
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 Тем самым множество пар натуральных чисел с введенной операцией образует коммутативную группу. Определим оператор 
[image: image245.wmf]2
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 в соответствии с равенством  
[image: image246.wmf][,].
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 Любое целое число z можно представить в виде разности двух натуральных чисел 
[image: image247.wmf].
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 Естественно, такое представление не однозначно. Однако для любого другого представления 
[image: image248.wmf]zxy
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 справедливо условие 
[image: image250.wmf](,)(,).
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 Таким образом, по любому целому числу z можно однозначно восстановить класс эквивалентности 
[image: image251.wmf][,].
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 Тем самым оператор А обратим, причем 
[image: image252.wmf]1
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 для любой пары 
[image: image253.wmf](,)
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 натуральных чисел, удовлетворяющей условию  
[image: image254.wmf].
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 Наконец, для любых двух классов эквивалентности справедливы равенства
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Учитывая очевидные равенства
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заключаем, оператор А является изоморфизмом определенной группы и аддитивной группы целых чисел. Замечание. Указанная процедура может быть взята за основу определения множества целых чисел. ( 
147. Стр. 200. Замечание после предшествующего. Любая группа изоморфна группе преобразований некоторого множества в себя, т.е. представляется преобразованиями. Аналогичное свойство сохраняется также для моноидов. 
148.  Группы. Изоморфизм. Факторгруппа группы целых чисел по подпространству чисел, кратных трем, изоморфна аддитивной циклической группе из трех элементов. Аддитивная факторгруппа параллельных прямых изоморфна аддитивной группе действительных чисел.

149. Группы. Порождающие элементы. Путь в базис. Циклическая группа – с единственным порождающим элементом. Группа задается с помощью порождающих элементов и определяющих соотношений между ними. То же – для универсальных алгебр. Совокупность композиций всех элементов некоторого множества М носителя группы Х и соответствующих обратных элементов образуют подгруппу данной группы, порожденной множеством М. Если эта подгруппа совпадает со всей группой Х, то М есть множества порождающих элементов группы. Для циклической группы любой элемент, отличный от единицы, может быть выбран в качестве порождающего. В группе симметрий равностороннего треугольника имеется два образующих элемента: один из поворотов и отражение вокруг одной из осей симметрии. 
150. Группы. Базис. Определение 4В.18 перенести до гомоморфизмов после порождающих элементов. Можно вообще убрать этот кусок, поскольку коммутативные группы сами не являются сюжетом.

151.  Стр. 206. Продолжение абзаца перед определением 21. Любая коммутативная группа есть кольцо с нулевым умножением 
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152.  Кольца. Пример. Кольцо чисел вида 
[image: image259.wmf]3
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 с натуральными значениями a и b. Показать, что это действительно кольцо. Оно сохраняет многие свойства кольца натуральных чисел. По аналогии можно определить простые числа кольца как такие числа указанного вида, которые не имеют делителей, отличных от единицы и себя. Однако на этом кольце нарушается основная теорема арифметики. В частности, справедливы равенства 
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153. Кольца. Идеалы. Предшествующий пример. Реализовать идею Дедекинда (см. История абстрактной алгебры, кольца)

154. Кольца. Кольцо дифференциальных операторов (многочленов от частных производных первого порядка).

155.  Булево кольцо. Подмножества данного множества с операциями симметрической разности и произведения. Пересечение множества на себя дает это множество, что соответствует булевому кольцу. 

156.  Стр. 207. После первой фразы. Множество четных чисел – идеал кольца целых чисел, а множество многочленов без свободного члена – идеал кольца многочленов.

157.  Стр. 207. Гомоморфизм колец. Из кольца непрерывных функций в кольцо действительных чисел: значение в точке.

158.  Кольца. Кольцо линейных преобразований линейного пространства – не коммутативно.
159. Кольца. Базис Грёбнера
160.  Стр. 214. Алгебры Буля. Дать определение алгебры Буля. Примеры: подмножества с операциями, алгебра логики (двухэлементное множество с логическими операциями), алгебра случайных событий.
161. Числовые поля. Понятие целых алгебраических чисел с нарушением основной теоремы арифметики для них.

162. Перед Замечанием 4В.47. Любое множество из двух элементов можно интерпретировать как поле, в котором один из элементов будет нулевым, а другой – единичным. 
163. Поле алгебраических чисел. Отношение двух полиномов с естественными операциями.  
164. Поля. Конечные поля и модулярные решение уравнений. Модулярное сложение и умножение определяются естественным образом. Однако для существования обратного элемента для любого ненулевого числа требуется, чтобы основание модуля было простым числом. 

165. Поля. Расширение полей. Числовые поля. К рациональным числам добавляем (2. Здесь же аналогия с комплексными числами. 

166. Линейность. Структура линейного пространства (после примеров)

167. Стр. 223. Замечание 80 после примера 20.
168. Алгебраические многообразия после замечания 85. Алгебраической кривой на плоскости называется множество точек, координаты которых 
[image: image262.wmf],
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 удовлетворяют уравнению 
[image: image263.wmf](,)0

fxy

=

, где f есть полином. К примеру, прямая, определяемая уравнением 
[image: image264.wmf]0
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 является не только аффинным подмногообразием плоскости, но и алгебраической кривой первого порядка (по степени полинома), а окружность, характеризуемая уравнением 
[image: image265.wmf]22
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 – алгебраической кривой второго порядка. Алгебраической поверхностью называется множество точек в пространстве координаты которых 
[image: image266.wmf],,
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 удовлетворяют уравнению 
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, где f есть полином. К алгебраическим поверхностям первого порядка (по степени полинома) относятся всевозможные плоскости, а второго порядка – эллипсоид, гиперболоид и параболоид. Аналогическая кривая является алгебраическим многообразием размерности 1, а алгебраическая поверхность – алгебраическим многообразием размерности 2. Аналогичным образом определяются алгебраические многообразия произвольной размерности. Эти объекты изучаются в рамках алгебраической геометрии. (можно нарисовать картинку прямой и круга).
169. Линейность. Аффинное многообразие. Подчеркнуть, что определяющая точка не принадлежит подмногообразию.
170. Линейность. Заголовок для Рис. 4В.17. Операции на фактор- пространстве.
171. Линейность. Линейные операторы. Определение линейного оператора, изоморфизма и свойства – по окончании общих конструкций и до конкретных свойств (выпуклости, размерности и т.п.). Эта же мысль – для других структур.

172. Линейность. Линейные операторы. Отображение всех операций; однако, нуль и переход к противоположному вектору – следствие однородности оператора.

173. Линейность. Линейные функционалы. Отклик системы на произвольное внешнее воздействие. Квантовая механика как аналог: мы не знаем, что там происходит "на самом деле", но можем оценить отклик системы на внешнее воздействие.

174.  Стр. 232. После замечания 98. Любое n-мерное линейное пространство изоморфно n-мерному евклидову пространству. 
175.  Линейность. Риманово пространство. Локально устроено, как евклидово. Гладкое многообразие локально линейное. И вообще можно сделать замечание о методах линейной аппроксимации с выходом на дифференцируемость.
176.  Линейность. Выпуклость. Интервал в линейном пространстве Х определяется по формуле 
[image: image268.wmf]{
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 Можно определить абстрактную функцию 
[image: image269.wmf](,):R
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 Тогда интервал 
[image: image271.wmf][,]
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 на Х есть образ интервала 
[image: image272.wmf][0,1]

 при действии оператора 
[image: image273.wmf](,)
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. На числовом интервале введена естественная структура порядка, вследствие чего порядковая выпуклость эквивалентна линейной. Перенося его на 
[image: image274.wmf][,]
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, заключаем, что выпуклость в линейном пространстве связана с порядковой. Возможно, здесь стоит говорить не о выпуклости, а об интервалах.
177.  Стр. 227. Начало. Множество М в линейном пространстве называется конусом, если для любого вектора 
[image: image275.wmf]M
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 и любого скаляра 
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 справедливо включение 
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 (см. рис. 4В.)
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Рис. 4В. М – конус на плоскости. 
178. Линейность. Базис. Представление вектора через конкретный базис аналогично измерению физического объекта конкретным прибором. Следует различать свойство объекта и свойство его представления.

179. Линейность. Линейный изоморфизм: прямые (фактор пространство) и числа; векторы и полиномы соответствующего порядка (выписать)
180.  Стр. 236. 3 абзац. Множество всех линейных операторов, действующих на данном линейном пространстве, образует ассоциативную алгебру. Любая ассоциативная алгебра вкладывается в алгебру линейных операторов.
181.  Произведение УА. Мотивировка: объединение разных объектов в единое целое с рассмотрением целого как элемента пространства, наделенного структурой. Набор чисел и вектор, координата-скорость – точка в фазовом пространстве. 

182. Изоморфизм УА. Гомоморфизм УА, являющийся биекцией, есть изоморфизм (показать).
183. Согласование структур (42 алгебра, решетки, замечание 4В.68)
Добавить во второй фразе «… т.е. правила согласования операций»

184. Выразимость одних операций через другие  (42 алгебра) Операция второго порядка «деление» является суперпозицией операции первого порядка «взятие обратного элемента» и операции второго порядка «умножение».

185. Специальные группоиды  (42 алгебра)
Можно подчеркнуть существование левых и правых объектов: единиц, обратных элементов, группоидов.

186. Кольцо векторов (42 алгебра)
На множестве числовых векторов данного порядка естественным образов вводятся операции почленного сложения и умножения. При этом очевидно выполняется свойство дистрибутивности. Тем самым мы получаем кольцо. Однако любой вектор, у которого хотя бы один элемент равен нулю, оказывается не обратимым по отношению к операции умножения. Следовательно, данный алгебраический объект не является телом.

187. Универсальные алгебры. Многообразие: универсальная алгебра с системой тождеств (ассоциативность и т.п.).
Топология

188. Сравнение топологий. Это и дискретную и антидискретную топологии вводить сразу после двоеточий.
189. Сравнение топологий. Аналогия со сравнением носителей. 

190. Сравнение топологий. Множества топологий, определенных на одном и том же носителе, упорядочены так же, как и множество квазипорядков. Слабая топология, будучи набором подмножеств, вложена в сильную, в то время как слабый квазипорядок, будучи отношением, т.е. совокупностью соответствующих пар, вложен в сильный квазипорядок. Слабейшая (антидискретная) топология аналогична слабейшему квазипорядку (с отношением равенства), а сильнейшая (дискретная) топология – сильнейшему квазипорядку (в нем все элементы связаны отношением). Как и для квазиупорядоченных множеств, сильнейшая и слабейшая топология мало содержательны. 
191. Сравнение топологий. Замечание о связи с понятиями сильного и слабого экстремума вариационных задач.

192. Сравнение топологий. На практике часто на одном и том же множестве определяются различные топологии. Так, с множеством непрерывных функций ассоциируются топологии, определяющие поточечную сходимость и сходимость в среднем (см. последующая секция). Сильная и слабая топологии банаховых пространств являются важнейшим инструментом функционального анализа (см. блок Е). 

193. Подпространство. Лучше поставить перед базисом. Далее дать в качестве описание подпространств двоеточий. 

194. Подпространство. Существует три варианта положения открытых множеств топологического пространства Х относительно некоего множества Y. Если открытое множество М1 является подмножеством Y, то оно входит состав топологии подпространства на Y, как открытое множество N1. Если открытое множество М2 содержится в Y частично, то в состав топологии Y включается его пересечение N2 с Y. Наконец, если открытое множество М3 из Х не пересекается с Y, то оно не учитывается при построении топологии подпространства.
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195. Числа. Определив топологию числовой прямой, можно дать описание топологии на его подмножествах: интервал и т.п.

196. Топология числовой прямой. Замечание. Мощность множества всех замкнутых множеств на прямой есть континуум. Учитывая, что мощность множества всех подмножеств прямой имеет мощность выше континуума, можно заключить, что замкнутых множеств на прямой невообразимо меньше, чем незамкнутых.
197. Базис. Замечание: используется также термин база топологии.

198. Базис. Образующие в группах – аналог базиса

199. Базис. Замечание. Если мы возьмем трехэлементное множество с дискретной топологией, то его топология включает в себя семь непустых множеств, в то время как базис – только три. Дискретная топология на множестве действительных чисел представляет собой булеан этого множества, т.е. имеет мощности выше континуума. В то же время соответствующий базис (совокупность всевозможных одноэлементных множеств) равномощно 
[image: image280.wmf]R

, а значит, является континуальным. 

200. Базис. Замечание. На произвольном линейно упорядоченном множестве можно ввести порядковую топологию, базисом которой являются объединения открытых интервалов.   

201. Пример 4С.9. Проще сказать, что все делается на множестве действительных чисел, а топология вводится так, чтобы все конечные и счетные множества оказались замкнутыми.

202. Сходимость дать после классификации точек.
203. Непрерывность. Есть понятие непрерывности в точке и просто непрерывность (т.е. везде). Аналогия. Оператор может сохранять порядок или коммутировать с композицией между конкретными элементами.

204.  Непрерывность. Хорошо бы в рисунке отразить еще и монотонный и гомоморфизм.

205.  Стр. 270. Плотность и др. Возможно, понятие плотности и т.п. (от определения 4С.10 и до выхода на непрерывность) ввести во второй комнате, чтобы организовать выход на сепарабельность.

206.  Стр. 270. Плотность. В дискретном пространстве плотным является лишь носитель, а в антидискретном – любое непустое множество.
207.  Стр. 272. После замечания 47. Непрерывных операторов из Х в Y тем больше, чем сильнее топология на Х и слабее на Y.
208.  Стр. 274. Произведение пространств. Хорошо бы попытаться дать определение произведения двух пространств по аналогии с порядком и алгеброй (проверить). А уже потом сделать общее замечание об общем произведении.
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Рис. 4С. Топология произведения.
209. Стр. 274. Замечание после примера 13. Плоскость есть квадрат прямой. Тор – произведение двух окружностей.
210.  Стр. 274. В начало замечания 4С.49. Непрерывных отображений из одного пространства в другое тем больше, чем сильнее топология в области определения оператора и чем слабее топология в области его значений. 

211.  Стр. 275. После Замечание 50. Индуцировнная топология есть прообраз оператора вложения (инициальная топология). 
212.  Стр. 275. После примера 14. Существует взаимно однозначное соответствие между непрерывными функциями, определенными на рассмотренном выше топологическом пространстве и периодическими функциями с периодом 1 на множестве действительных чисел.
213. Гомеоморфизм. Непрерывная биекция не всегда гомеоморфизм, подобно тому, как монотонная биекция – не всегда изоморфизм, в то время как гомоморфная биекция наверняка изоморфизм. Аналогия: есть более сильные порядок и топология, но не операция. 

214. Гомеоморфизм. На одном носителе определим две сравнимые топологии. Рассмотрим единичный оператор, который является биекцией. Он непрерывен лишь в одном направлении и разрывен в другом.

215. Гомеоморфизм. Если оператор непрерывен, то прообраз любого открытого множества открыт. Открытый оператор – тот, у которого образ любого открытого множества открыт. Если открытый непрерывный оператор обратим, то он является гомеоморфизмом. 

216. Топологические свойства и механика. Мы может описать движение частицы в декартовых и в полярных координатах. При этом прямая может перейти в кривую, измениться углы, расстояния и т.д. Однако коль скоро речь идет о движении одного и того же объекта, принципиальные (топологические!) свойства объекта при замене координат не меняются: точка переходит в точку, линия – в линию, пересекающиеся кривые – в пересекающиеся кривые и т.д. Изменение масштаб, окружность переходит в прямую. Можно нарисовать картинку. 
217.  Стр. 276. Замечание перед предпоследней фразой. Существует понятие гомотопической эквивалентности, являющееся обобщение топологической эквивалентности.

218. Топология Гротендика. Обобщение топологии (замечание).
219. Спецпространства. Очередность изложения: связность, окружность и отрезок, тор и сфера, лист Мёбиуса и цилиндр (ориентируемость), сепарабельность, отделимость, секвенциальная компактность, размерность. 

220.  Стр. 277. Перед рисунком. Пустое и одноточечное пространства связны. Произведение и фактор-пространство связных пространств связно.
221.  Спецпространства. Границу и др. надо ввести с тем, чтобы после этого появился дополнительный признак выявления топологических свойств: кольцо и окружность (несвязность границы), отрезок и окружность (наличие и отсутствие границ). 

222. Спецпространства. На множестве действительных чисел с естественной топологией определим множества 
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. Очевидно, внутренность Z на R есть интервал (0,1). Однако внутренность Z на подпространстве Y совпадает с Z, поскольку это множество там открыто. Таким образом, внутренность множества относительно исходного пространства и его подпространства могут не совпадать.

223. Спецпространства. Предельную точку множества называют также точкой накопления.

224. Стр. 276 после замечания 52. Топологические многообразия. Топологическим многообразием размерности n называется топологическое пространство, каждая точка которого обладает окрестностью, гомеоморфной открытому шару размерности n. На рис. изображена окружность, являющаяся топологическим многообразием первого порядка.
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Рис. Окружность – одномерное топологическое многообразие.
225.  Стр. 278. Замечание после 53. Множество всевозможных подмножеств топологического пространства, открытых и замкнутых одновременно, образуют булеву алгебру.
226. Спецпространства. Поверхность односвязна, если любую замкнутую кривую на ней можно стянуть в точку (тор и сфера). Это на предмет рассуждений о топологическом различии тора и сферы. Вставить после сравнения отрезка и окружности.
227. Спецпространства. Здесь можно сказать про гипотезу Пуанкаре.

228. Спецпространства. Разная степень несвязности: картинка

229. Спецпространства. Пример 4С.21 и замечание 4С.76 перенести в конец первой комнаты. Замечание 4С.77 поставить непосредственно после определения категории. 

230.  Стр. 281. После замечания 56. Всякое дискретное пространство отделимо. Антидискретное пространство, содержащее более одной точки – не отделимо. Конечное множество отделимого пространства замкнуто. 
231. Спецпространства. Непрерывные функции на ограниченной области. Есть сепарабельность? Ряды и интегралы Фурье.

232. Спецпространства. Множество действительных чисел с дискретной топологией. Базис образован всеми одноэлементными множествами. Следовательно, базис – не счетный. Следовательно, пространство не удовлетворяет второй аксиоме счетности. 

233. Спецпространства. х – изолированная точка множества М, если существует ее окрестность, не содержащая ни одной точки из М, отличных от х. Точка х изолирована тогда и только тогда, когда множество 
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 открыто. Точка прикосновения является либо предельной, либо изолированной точкой данного множества. В дискретном пространстве все точки – изолированные, а предельных точек не существует. 
234. Спецпространства. Сепарабельность. Множество непрерывных функций с естественной нормой в случае неограниченности области, видимо, не сепарабельно.
235.  Стр. 283. После замечания 61. Пусть Х есть топологическое пространство, а Y – отделимое топологическое пространство. Рассматриваются непрерывные операторы А и В, действующие из Х в Y. Задается множество М, плотное в Х. Если справедливо равенство 
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 для всех значений х из М, то операторы А и В совпадают. Таким образом, непрерывный оператор, действующий в отделимое топологическое пространство, полностью определяется своими значениями на плотном множестве.

236. Стр. 288. Замечание после 75. К числу топологических свойств относится также мощность базиса пространства, называемая его весом.
237. Метрика. Тривиальное пространство. Картинка с подчеркнутой дискретностью.

238. Метрика. В евклидовом пространстве L1-метрика может быть интерпретирована, как расстояние в городе, где двигаться можно только по улицам, но не поперек квартала.
239. Стр. 295. Начало. Базис топологии метрического пространства образуют всевозможные открытые шары.

240. Метрика. Возможно, вместо (точнее, вместе с…) фундаментальной системы окрестностей использовать термин базис окрестностей.

241. Метрика. В метрическом пространстве фундаментальная система окрестностей задается через шары. В тривиальном пространстве замкнутые шары сводятся к точкам. Тогда фундаментальная система окрестностей – одноточечные множества, что соответствует базису топологии дискретного пространства. Вывод: топология тривиального метрического пространства – дискретна.

242. Метрика. Дать в качестве примера определение метрики, выводящей на р-адические числа.
243. Метрика. Определить слабую сходимость в ЛНП и подчеркнуть ее неметризуемость. Неметризуемость бесконечно дифференцируемых функций и  обобщенных функций. Для бесконечно дифференцируемых функций можно попытаться определить топологию, соответствующую равномерной сходимости функции и всех ее производных. Затем определяется "метрика", как сумма метрик, соответствующих сходимости производных данного порядка. Затем показывается, что эта величина не удовлетворяет определению метрики. Скорее всего, нарушается свойство: нуль достигается исключительно как расстояние от точки до нее же. 
244. Метрика. Дано метрическое пространство 
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245. Метрика. Рисунок изометрического оператора соотнести с непрерывным.

246. Метрика. Даны метрические пространства 
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 При этом справедливо равенство 
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 Следовательно, оператор А является изометрией, т.е. изометрическая биекция оказывается изометрией. Подчеркнуть разницу с гомеоморфизмом.
247. Метрика. Фундаментальная последовательность. Преобразование 
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 множества положительных чисел в себя является гомеоморфизмом. Однако если последовательность 
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 является фундаментальной там, то последовательность 
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 нет. Следовательно, свойство последовательности быть фундаментальной не является топологическим. Естественно, и полнота не является топологическим понятием: открытый интервал гомеоморфен прямой, но не является полным метрическим пространством.
248.  Стр. 301. Конец. Подмножество в метрическом пространстве полно тогда и только тогда, когда оно замкнуто. При этом соответствующим пополнением оказывается его замыкание. В частности, пополнением интервала 
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249. Метрика. Тривиальное пространство полно. Фундаментальной на нем оказывается лишь такая последовательность, которая является стационарной, начиная с некоторого номера. Это же соответствует сходимости в дискретной топологии. Именно такой является топология тривиального метрического пространства. 
250.  Метрика. Расширение рациональных чисел через пополнение –действительные и р-адические числа. Здесь можно дать описание 2-адических чисел в стиле статьи по Числам.
251. Иерархия в топологии (43 топология, замечание в конце блока)
Хорошо бы при описании блока подчеркнуть, что в топологии мы не получаем столь четкой и строгой иерархической структуры, как в алгебре.

Мера
252. Измеримые объекты: можно не вводить как самостоятельный блок.

253. Мера (подумать!). Чистая ли структура? В аксиоматике R свойств меры нет, т.е. без нее можно обойтись. Бурбаки не называет измеримость отдельной структурой. Но (-алгебра – не алгебраическое понятие!

254.  Парадокс Банаха – Тарского (замечание после множества Витали). Если в множестве Витали окружность делилась на бесконечное множество частей, чтобы получить неизмеримое множество, то в парадоксе Банаха – Тарского шар разбивается на конечное число частей, из которых складываются два шара.

255. Измеримое подпространство. Измеримое пространство 
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[image: image309.wmf](,)

X

G

, если справедливы вложения 
[image: image310.wmf], .

YX

ÌSÌG

 Можно поступать и так. При 
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 Здесь аналогия с топологическим подпространством.

256. Пример 1. Г2 – не алгебра, поскольку не включает носитель.

257. Произведение измеримых пространств. Показывается, что произведение алгебр и (-алгебр вновь является алгеброй и (-алгеброй.

258.  Стр. 314. Пример 3. Добавить ссылку на табл. 4D.1.

259. Подпространство с мерой. Прежде всего, подмножество должно быть алгеброй или (-алгеброй. Тогда мера переносится естественно.

260. Мера на конечном множестве. В качестве меры подмножества можно выбрать его мощность. Этим можно заменить пример с трехэлементным множеством. Это же – подходы к сравнению между мерой и мощностью для линейной меры Лебега.

261.  Стр. 327. Замечание после 29. Определим меру множества М рациональных чисел из интервала 
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 исходя непосредственно из имеющегося определения. Множество М можно погрузить в открытое множество 
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 меры 1. Оно состоит из рациональных чисел, находящихся на полуоткрытом интервале (0,1/2] и на участке (1/2,1). Оставляя первое из этих множеств без изменения, сдвигая второе множество влево на величину 
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 где ( есть сколь угодно малое положительное иррациональное число, установим, что все элементы множества М оказываются сосредоточенными на интервале (0,1/2+(), длиной 1/2+(. Полученное в результате множество М1, равное по мере М, разбиваем на две части, состоящие из точек, сосредоточенных в областях 
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 Оставляем первое из этих множеств на месте и сдвигаем второе из них влево на величину 
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 где ( есть сколь угодно малое положительное иррациональное число, не представимое в виде 
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 где r – рациональное число. В результате получается множество М2, равное по мере М, но сосредоточенное на интервале 
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 Продолжая этот процесс, установим, что множество всех рациональных чисел единичного интервала с точностью до преобразования, сохраняющего меру, можно заключить в интервал сколь угодно малой длины. Отсюда следует, что рассматриваемое множество имеет нулевую меру.  
262. Заряд. Можно сделать замечание, что обобщением понятия меры служит заряд, обладающий, подобно мере, свойством аддитивности, но допускающий отрицательное значение. Физическим прототипом этого понятия является электрический заряд. Всякий заряд представим в виде разности двух мер. В частности, электрический заряд равен разности между положительным зарядом исследуемого объекта и его отрицательным зарядов, который (взятый по модулю) также является мерой.   

263. Произведение мер. Дано: [image: image321.wmf])
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 В результате получается пространство с мерой [image: image328.wmf])
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, являющееся произведением рассматриваемых пространств с мерой.
264.  Подчеркнуть, что упор делается на линейную меру Лебега, поскольку все важнейшие структуры связаны с множеством действительных чисел.

265.  Стр. 335. Перед замечанием 42. В теории вероятностей измеримые функции соответствует случайным величинам.

266.  Мера Дирака. Измеримые функции, почти всюду, интеграл. Сумма мер Дирака. Замечание о дискретности и непрерывности (Дирак-Лебег)
267. Стр. 338. Перед замечанием 46. Дать определение сходимости измеримых функций почти всюду и вероятностный аналог (почти наверное). Если 
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 есть вероятностное пространство, то последовательность случайных величин 
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268. Теорема Фубини. Хорошо бы привести контпример из Гелбаума.

269.  Интеграл. После интеграла по мере Дирака можно сказать о единстве рядов и интегралов Фурье. 
270. Теорема Лузина. Измеримая функция сколь угодно точно аппроксимируется непрерывной.

271. Метрическая теория чисел. Сделать замечание (в конце линейной меры Лебега): общие свойства действительных чисел: мера числового множества, где выполнено данное свойство. 

Смешанные структуры

272.  Аксиома Архимеда: смешанная структура операции и порядок

273. Стр. 348. Замечание после примера 1. Топологическая и упорядоченная структуры согласованы в том смысле, что для любых точек х, у, таких, что х<у, существуют такие окрестности U точки х и V точки у, что для любых 
[image: image333.wmf]U

u

Î

 и 
[image: image334.wmf]V

v

Î

 справедливо условие 
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 Можно добавить картинку.
274.  Стр. 349. Пример после 3. Упорядоченный группоид на числах, возможно, с картинкой.

275. Соотношения между различными неевклидовыми геометриями и кривизна (анализ). Иллюстрация связи между различными дисциплинами. Опять смешанные структуры. Есть ли смысл в понятии параллельности для геометрии без аксиомы о параллельности? 
276. Группа Ли – симметрии круга.

277. Замечание для смешанных структур. В формулировку ОТА входит множество комплексных, а значит, и действительных чисел. Однако оно включает в себя аксиому непрерывности. Значит, ОТА не может быть чисто алгебраическим результатом, поскольку связано не с алгебраическим классом чисел. Здесь же – понятие глубины математического результата.

278. Линейные нормированные пространства. Показать, что пространства векторов, последовательностей и функций с соответствующими нормами различаются только типом меры. 

279. Линейные нормированные пространства. Можно в виде замечания определить понятие полунормы.

280.  Стр. 364. Замечание 36. Добавить риманову геометрию; схема есть окольцованное пространство, локально изоморфное аффинной схеме.

281.  Стр. 364 в конце. Гладкое многообразие и дифференциальная топология. Связь с топологическим многообразием. Окружность – гладкое многообразие, а граница треугольника – только топологическое.  
282. Стр. 366. Замечание 43. В частности, в линейном нормированном пространстве в качестве выпуклых окрестностей нуля можно взять шары с центром в нуле.

283.  Стр. 370. Пространства Соболева можно определить как пополнения пространства непрерывных функций в соответствующих нормах.

284. Стр. 374. Замечание после определения 12. Пространство со скалярным произведением называют унитарным или предгильбертовым. 

285.  Стр. 374. После замечания 62. Надо упомянуть про комплексный случай, сославшись на квантовую механику.

286.  Стр. 374. После замечания 64. Можно упомянуть гильбертовы Соболевские пространства.

287. Дифференцирование операторов. Суть функционального анализа: сходимость в нормированном пространстве сводится к сходимости числовой последовательности к нулю, дифференцирование оператора сводится к дифференцированию функции одной переменной в нуле.

288. Структуры и измеримость (44 мера, замечание в конце блока)

Очевидно, измеримые объекты в значительно меньшей степени структурированы, чем порядковые, алгебраические и даже топологические. Возможно, их и не стоило бы выделять в самостоятельный класс математических объектов. Не случайно в трактате Бурбаки об измеримых структурах не говорится, что, впрочем, не мешает рассматривать их в трехтомной шестой книге этого трактата.

Синтез

289. Различные формы неевклидовых геометрий. Неархимедова геометрия. Можно дать евклидову аксиоматику без аксиомы о параллельности. Но здесь понятие параллельности просто лишено смысла. Это – не теорема Гёделя, поскольку понятие "параллельно" не выразимо, видимо, в ослабленной геометрии. В то же время континуум-гипотеза и аксиома выбора выразимы на языке теории множеств. Многозначность геометрических миров – объективна (можно выбрать разные формы параллельности), многозначность теории множеств – субъективна: разница между теориями с аксиомой выбора и без – в личном желании исследователя. Не ясно!!!
290. Объективность математических конструкций. Вставить замечание о том, насколько объективны понятия математики. Мат.понятия объективны. Но математическая реальность многовариантна. Выбор реальности – субъективен. Есть ли разница между 5 постулатом и континуумом-гипотезой?

291. Структуры и базис. Вспомогательный элемент базиса: ЛП (скаляры), МП (расстояние), ПМ (меры)

292.  Стр. 389. Перед примером 6. Очередность примеров – как на этаже 2: элемент, множество, свойство, подмножество, пара, произведение… 
293. Модели. Геометрический объект посредством аналитической геометрии можно описать аналитически. Тем самым в качестве основы моделирования геометрических объектов могут быть выбраны действительные числа (идея Гильберта).

294. Физические и математические теории. Геометрия, вероятность, алгоритмы, числа. Принципиальная разница между физическим и математическим подходами. 
295. Аксиоматическое определение объекта (натуральные числа, действительные числа, евклидово пространства). Фактически определяются с точностью до изоморфизма. Определить объект однозначно невозможно.
296. Теорема Гёделя. Включает в себя утверждение о включении аксиоматической теории арифметики, т.е. множества натуральных чисел. Любое бесконечное множество включает в себя счетное множество. Следовательно, теорема Гёделя не работает для теорий с конечным множеством утверждений. И действительно, для конечных набора высказываний можно провести тестирование на предмет их истинности. Следовательно, там все высказывания доказуемы. То же – для теоремы Тьюринга.

297.  В достаточно содержательной теории типа арифметики согласно теореме Гёделя существуют истинные, но не доказуемые утверждения. Возможность существования полной непротиворечивой системы аксиом на примере языка сложения натуральных чисел (Хофштадтер). Можно дать трехбуквенный алфавит с аксиоматическим заданием сложения (одна аксиома и одна теорема см. Хофштадтер, стр. 138). Там любое истинное высказывание доказывается, а никакое ложное высказывание – не доказывается.
298. Структуры и свойства. Всё, что есть в математике, соответствует множествам, элементам и свойствам. Для того и вводятся структуры на множествах, чтобы выделить математические объекты, наделенные какими-то специфическими свойствами.

299. Стр. 384. Замечание 2. Можно ввести общее понятие базиса множества, понимая под ним минимальное порождающее его подмножество такое, что любой элемент исходного множества получается из базисных элементов путем некоторых фиксированных операций. Под это определение подпадают алфавит языка (см. этаж 1), число 1 для натуральных чисел (см. этаж 3), алфавит свободной группы и полугруппы и базис линейного пространства (см. этаж 4, блок В), базис топологии и фундаментальная система окрестностей   (см. этаж 4, блок С), ортонормированный базис гильбертова пространства (см. этаж 4, блок Е).
300. Морфизм структур. Пусть дано упорядоченное множество 
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301. Однозначные и многозначные теории. Пример Хофштадтера с интерпретацией через сложение и порядок. Сложение образует полную теорию (все истинные утверждения доказуемы), а порядок – нет: с помощью единственной аксиомы и теоремы нельзя, например, доказать, что 
[image: image348.wmf]231.
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302. Категории. В теории категорий объект характеризуется не столько своей внутренней структурой, сколько своими связями с другими объектами.

303. Категории. Гипертекст. Здесь объекты – это элементарные Топос.
304. участки текста, а морфизмы – гиперсвязи между ними. Можно развить подробнее!
305. Категории. Можно рассмотреть категорию метрических пространств с липшиц-непрерывными отображениями в качестве морфизмов.

306. Категории. В категории n-мерных линейных пространств над данным полем все объекты изоморфны. В категории групп порядка р, где р – простое число, все объекты изоморфны. Подобные категории изоморфны категории, состоящей из одного объекта.
307. Категории. Категория множеств с отмеченной точкой.

308. Категории. Категория с одним объектом ассоциируется с моноидом. Если, кроме того, любой морфизм является изоморфизмом, то имеем группу.
309. Стр. 419. Замечание после 40. Частным случаем здесь будет категория последовательностей целых чисел, в которой морфизмами, связывающими объекты i и j будут пары 
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 и пустые множества в противном случае.

310.  С. 429. Пример после замечания 54. Определим категорию, объектами которой будут рассматриваться всевозможные пары 
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 где Х есть банахово пространство, а х – некоторая фиксированная точка пространства Х. Для любых объектов 
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 непрерывно дифференцируемый в некоторой окрестности U точки х, причем справедливо равенство 
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 При этом оператор непрерывно дифференцируем в точке х0, если он дифференцируем по Гато в окрестности этой точки, причем отображение 
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 непрерывно дифференцируемым в некоторой окрестности V точки у, причем справедливо равенство 
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 Очевидно, композиция операторов BA действует из пространства Y в Z. При этом выполняется равенство 
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 Согласно теореме об обратной функции найдется такая окрестность 
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 является окрестностью точки у, в которой оператор В непрерывно дифференцируем. Тогда в соответствии с теоремой о сложной функции композиция BA оказывается непрерывно дифференцируемой на множестве 
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 класса 
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 Тем самым мы действительно получаем категорию. Отметим, что оператор 
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 В результате заключаем, что в рассматриваемой категории все морфизмы обратимы, т.е. являются изоморфизмами, а следовательно, все объекты, связанные морфизмами, изоморфны. 
311.  С. 435. Начало. Объект категории называется финальным, если множество морфизмов из произвольного объекта в данный объект состоит из единственного элемента. В частности, финальным является произвольное одноэлементное множество 
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 В частности, для любого множества Y существует единственный оператор 
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 В категории групп финальным является тривиальная группа, состоящая только из единичного элемента 
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, является гомоморфизмом групп, а других гомоморфизмов не существует. Объект категории называется инициальным, если множество морфизмов из данного объекта в произвольный объект состоит из единственного элемента. В категории множеств таковым является пустое множество. Действительно, существует единственный оператор, который сопоставляет пустому множеству пустое подмножество произвольного множества Y. В категории групп существует единственный оператор, который сопоставляет единице тривиальное группы 
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 единицу произвольной группы Y. Естественно, других гомоморфизмов, связывающих указанные группы, не существует. Объект, являющийся одновременно, инициальным и финальным, называется нулевым. В категории групп таковым является тривиальная группа. Понятия инициального и финального объекта двойственны, а понятие нулевого объекта – самодвойственно.
312. С. 435. После предыдущего. Объект Х категории Г называется универсальным, если множество морфизмов из Х в любой другой объект состоит из единственного элемента. 
313.  Произведение объектов категории. См. Голдблатт, с. 59.
314. С. 435. Пример после предыдущего. Фактор-множество. Рассмотрим произвольное множество Х и отношение эквивалентности ( на нем. Объектом Г будем называть такое отображение ( множества Х в некоторое множество Y (свое для всякого (), что условие 
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Рассмотрим теперь фактор-множество 
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 (см. рис.). Таким образом, фактор-множество 
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315.  С. 435. Пример после предшествующего. Пополнение. Задается некоторое метрическое пространство Х. Определим категорию Г, объектами которой являются всевозможные изометрические отображения из Х в какое-либо полное метрическое пространство. Пусть заданы объекты А и В данной категории, т.е. изометрические отображения 
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где Y и Z – полные метрическое пространства. Определим множество морфизмов 
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 (см. рис. 5.). Выбираем в качестве Y пополнение пространства Х, а в качестве А – оператор вложения Х в Y. Если произвольный элемент у из Y удовлетворяет включению 
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 Таким образом, для произвольного объекта Z категории Г существует единственный морфизм (, действующий из объекта Y. Следовательно, пополнение Y является универсальным объектом данной категории.
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Рис. 5. Пополнение – универсальный объект.
316.  С. 435. Пример после предшествующего. Пусть М есть некоторое непустое множество. Определим категорию Г, объектами которой являются всевозможные непустые подмножества М, а морфизмами – вложения подмножеств множеств. Очевидно, для любого множества Х из М найдется такое подмножество Y из М, что справедливо условие 
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 Таким образом, морфизм из Х в Y не существует. В двойственной категории Г* объекты – те же, что и в Г, а  единственный морфизм из Х в Y существует, при условии вложения 
[image: image419.wmf].

X

Y

Ì

 Очевидно, для любого подмножество Y из М справедливо вложение 
[image: image420.wmf]M

Y

Ì

, а значит, существует единственный морфизм из Y в М. Таким образом, в категории Г не существует универсального объекта, а в соответствующей двойственной категории универсальным оказывается объект М. 
317.  Стр. 442. Начало. Для любой категории Г можно определить «стирающий» функтор из Г в категорию множеств, который ставит в соответствие любому объекту категории соответствующий носитель, а любому морфизму категории соответствующий оператор.
318.  Стр. 445. Пример перед определением 12. Рассматривается категория Г, объектами которой служат всевозможные множества, а морфизмами – связывающие их биекции, если таковые существуют. Определим отображение 
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 Пусть теперь заданы два последовательных морфизма, т.е. некоторые биекции 
[image: image427.wmf]:

AXY

®

 и 
[image: image428.wmf]:.

BYZ

®

 Их композицией 
[image: image429.wmf]AB

o

 является биекция 
[image: image430.wmf]:.

BAXZ

®

 Тогда справедливы равенства: 
[image: image431.wmf]1

(),

FAA

-

=

 
[image: image432.wmf]1

().

FBB

-

=

 В результате получаем (см. рис. 5) 
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Таким образом, отображение F действительно является кофунктором на категории Г.
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319. Стр. 445. Пример после предыдущего. Рассмотрим категорию Г, объектами которой являются всевозможные подмножества непустого множества М. Если для некоторых подмножеств 
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 (см. рис.). Таким образом, в качестве морфизма 
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 При этом будет выполняться равенство 
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320.  Стр. 445. Пример после предыдущего. Рассмотрим категорию Г, объектами которой являются всевозможные пары 
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 где Х есть банахово пространство, а х – некоторая фиксированная точка пространства Х. Для любых двух объектов 
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 Таким образом, оператор ВА оказывается дифференцируемым по Фреше в точке х. Тем самым определен морфизм 
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 категории Г (см. рис. 5.).
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Рис. 5. Категория Г.

Рассмотрим также категорию ( банаховых пространств, морфизмами которой являются линейные непрерывные операторы. Определим функтор дифференцирования 
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 Пусть В есть морфизм, началом которого является объект 
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 Тем самым действительно получается функтор из категории Г в категорию ( (см. рис. 5).
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Рис. 5. Функтор дифференцирования.
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